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Sazˇetak: Legendreovi polinomi rjesˇenja su Legendreove diferencijalne jednadzˇbe (1−x2)P ′′x−
2xP ′(x) + λP (x) = 0. Pomoc´u ove diferencijalne jednadzˇbe takoder se mozˇe dobiti funkcija iz-
vodnica. Nadalje, ona c´e nam pomoc´i u izracˇunu rekurzivnih relacija. Legendreovi polinomi
imaju sˇiroku primjenu u mnogim granama fizike. Nalazimo ih u elektrodinamici te u kvantoj
mehanici.
Rad je pohranjen u knjizˇnici Odjela za fiziku
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Abstract:Legendre polynomials are solution to Legendre differential equation (1−x2)P ′′x−
2xP ′(x)+λP (x) = 0. From Legendre differential equation we can calculate generating function.
Further, from generating function we can calculate recurrence formulas. Legendre polynomials
are widely used in many branches of physics. They are used in electrodynamics as well as in
quantum physics.
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Legendreovi polinomi (ili Legendreove funkcije prve vrste) su vazˇni u fizici jer se oni javljaju
kada se Laplaceova ili Helmholtzova jednadzˇba, kod problema srediˇsnjih sila, rastave pomoc´u
sfernih koordinata. Pojavljuju se i kod opisa valnih funkcija atoma, u razlicˇitim elektrostatskim
problemima te u mnogim drugim kontekstima. Dodatno, Legendreovi polinomi predvidaju
prikladan skup funkcija koje su ortogonalne na intervalu (−1,+1) sˇto je zapravo raspon i trigo-
nometrijskih funkcija sinusa i kosinusa.
Kao sˇto smo vec´ ukazali, s Legendreovim polinomima se susrec´emo kada je jednadzˇba napi-
sana pomoc´u sfernih koordinata (r, θ, ϕ) kao sˇto je, npr.
−∇2ψ + V (r)ψ = λψ.
Ovakvu vrstu jednadzˇe rjesˇavamo metodom separacije varijabli.
2 Legendreovi polinomi
Legendreovi polinomi rjesˇenja su Legendreove diferencijalne jednadzˇbe drugog reda
(1− x2)P ′′(x)− 2xP ′(x) + λP (x) = 0. (2.1)
Diferencijalna jednadzˇba (2.1) ima regularne singularitete1 u tocˇkama x = ±1 te u x = ∞.
Rjesˇenje Legendreove diferencijalne jednadzˇbe mozˇe se dobiti razvojem u red oko tocˇke x = 0
koje ima podrucˇje konvergencije unutar jedinicˇne kruzˇnice, odnosno niz rjesˇenja c´e konvergirati
za |x| < 1.
Ako λ ima vrijednost n(n+1), gdje je n konstanta, niz biva prekinut nakon cˇlana xn ostavljajuc´i
polinom stupnja n.
Nakon sˇto smo dobili zˇeljena rjesˇenja Legendreove diferencijalne jednadzˇbe kao polinome uzas-
topnog stupnja, koje zovemo Legendreovi polinomi i oznacˇavamo ih sa Pn.
1Neka je ψ′′ + P (x)ψ′ + Q(x)ψ = 0 homogena diferencijalna jednadzˇba drugog reda. Ako ili P (x) ili Q(x)
divergiraju kada x→ x0, ali (x−x0)P (x) i (x−x0)2Q(x) ostaju konacˇni kada x→ x0, tada se x0 zove regularna
tocˇka ili nebitni singularitet.
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3 Funkcija izvodnica
Kako bismo odredili funkciju izvodnicu, kao primjer, iskoristit c´emo Legendreovu diferenci-
jalnu jednadzˇbu (2.1):
(1− x2)P ′′x− 2xP ′(x) + λP (x) = 0
Diferencijalna jednadzˇba (2.1) je samoadjungirana, sa funkcijom tezˇiˇsnicom w(x) = 1. Iz
























z − x =
1









Uvrstimo li dobiveni rezultat u formulu za g(x, t), slijedi




















(z − z1)(z − z2) , (3.1)
















Kako bi jednadzˇba (3.1) bila valjana, mora se opravdati zamjena sumacije i integracije.
Zamjena je moguc´a kada je sumacija ravnomjerno konvergentna (s obzirom na z) za sve tocˇke
na krivulji C. To je pogodno za proucˇavanje konvergencije za mali t i x i za krivulju gdje je
|z| = 1.
2Jedno od svojstava Rodriguesove formule je da se viˇsestruki diferencijali mogu pretvoriti u odgovarajuc´u







gdje krivulja C obuhvac´a tocˇku x i mora biti takva da je w(z) [p(n)]n analiticˇka na i unutar krivulje C. Ova je
formula poznata kao Schlaeflijev integral
2
Za pretpostavljenu krivulju, i za mali x, postoji granica gdje je |t| << 1 za koju
∣∣∣∣(z2 − 1)t2(z − x)
∣∣∣∣ < 1,
jamcˇi konvergenciju geometrijskog niza.
Integral iz izraza (3.1) ima dva pola: u z = z1 i z = z2. Za mali x i |t|, z2 c´e priblizˇno biti iznosa
2
t
sˇto predstavlja vanjˇstinu krivulje dok c´e, s druge strane, z1 biti blizu ”pocˇetka” z. Dakle,
ostatak od integranta u z = z1 c´e doprinijeti krivuljnom integralu koji c´e poprimiti vrijednost









funkcija izvodnica Legendreovih polinoma je oblika
g(x, t) = 1√




3.1 Parnost Legendreovih polinoma
Razmotrimo sˇto se dogada zamijenimo li x sa −x te t sa −t u funkciji izvodnici. Vrijednost








sˇto pokazuje da je
Pn(−x) = (−1)nPn(x).
Iz prethodnog izraza ocˇito je da Pn(−1) = (−1)n te da c´e Pn(x) biti iste parnosti kao xn.
Nadalje, definirat c´emo josˇ neke od vodec´ih pojmova Legendreovih polinoma. Primjenjujuc´i
binomni teorem na funkciju izvodnicu







iz koje vidimo da c´e najvec´a potencija od x koja mozˇe mnozˇiti tn biti xn, a dobivena je iz izraza
3
(−2xt)n u razvoju konacˇnog faktora. Tada c´e koeficijent uz xn u Pn(x) biti(−1/2
n
)
(−2)n = (2n− 1)!!
n! .
Iz cˇinjenice da je Pn(x) stupnja n jasno je da su P0(x) = C i P1(x) = Cx → C = konst..
Iz uvjeta o ogranicˇavanju P0(x) i P1(x) moraju biti 1 i x redom. Vratimo li se u razvoju
funkcije izvodnice (3.3) pomoc´u binomnog teorema, dobit c´emo izraz za Legendreove polinome
u zatvorenom obliku
(1− 2xt+ t2)−1/2 = 1 +
∞∑
n=1
(−1)n (2n− 1)!!2n!! (t



















te uvrstimo u razvoj funkcije izvodnice




















f(n, k) = (−1)
k(2n)!(2x)n−k
22nn!k!(n− k)!
kako bismo laksˇe raspisali i uocˇili cˇlanove s istom potencijom t
(1− 2xt+ t2)−1/2 = t0f(0, 0)
+t1f(1, 0)
+t2 [f(2, 0) + f(1, 1)]
+t4 [f(4, 0) + f(3, 1) + f(2, 2)]
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= n−12 za neparni n. Vratimo li se sada izrazu funkcije izvodnice





















(−1)k (2n− 2k)!2nk!(n− k)!(n− 2k)!x
n−2k. (3.4)
3.2 Rekurzivne relacije
Kako bismo dobili rekurzivne relacije, parcijalno c´emo derivirati funkciju izvodnicu. Krenimo
najprije s derivacijom po varijabli t
∂g(x, t)
∂t




Pomnozˇimo li gornji izraz sa (1− 2xt+ t2) dobivamo











tn+1 [(n+ 1)Pn(x)]− x
∞∑
n=0
tn [(2n+ 1)Pn(x)] = 0
Kako bismo svugdje imali istu potenciju t, preimenovat c´emo indekse zbrajanja
∞∑
n=0
tn [nPn−1(x) + (n+ 1)Pn+1(x)− (2n+ 1)xPn(x)] = 03
3Izraz je primjer opc´enite relacije
∑∞
n=0 φn(t)αn = 0. U nasˇem slucˇaju je φn(t) = tn linearno nezavisan skup
funkcija. Relacija je zadovoljena kada je svaki od αn = 0 sˇto daje izraz (3.6).
5
sˇto daje zˇeljenu rekurziju
nPn−1(x) + (n+ 1)Pn+1(x)− (2n+ 1)xPn(x) = 0, n = 1, 2, 3... (3.6)
U odjeljku 3.1 smo odredili P0(x) i P1(x) kao C i Cx redom. Neka je C = 1. Tada pomoc´u
rekurzivne formule mozˇemo odrediti neke od preostalih Legendreovih polinoma koji su prikazani
u tablici 1.








4 − 30x2 + 15x)
P5(x) = 18(63x
5 − 70x3 + 15x))
P6(x) = 116(231x
6 − 315x4 + 105x2 − 5)
P7(x) = 116(492x
7 − 693x5 + 315x3 − 35x)
Slika 1: Legendreovi polinomi
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Sada nam preostaje derivirati funkciju izvodnicu po varijabli x
∂g(x, t)
∂x







Pomnozˇimo li gornji izraz sa (1− 2xt+ t2) dobivamo






Identicˇno kao kod parcijalne derivacije po varijabli t i ovdje c´emo u lijevu stranu jednadzˇbe

































Primjenjujuc´i isti postupak kao kod prethodne rekurzije o linearnoj nezavisnosti skupa gdje sve







n(x) + Pn(x) (3.8)
Josˇ jedna korisnija relacija mozˇe se dobiti diferenciramo li (3.6) po varijabli x te pomnozˇimo
s 2 zatim zbrojimo s relacijom (3.8) koju prije pomnozˇimo s (2n + 1) kako bismo poniˇstili P ′n





n−1(x) = (2n+ 1) + Pn(x) (3.9)












































(3.10)n→n+1 + x(3.11)⇒ (1− x2)P ′n(x) = nPn−1(x)− nxPn(x) (3.12)
Deriviramo li relaciju (3.12) po x te ju zbrojimo sa n · (3.11) slijedi
(1− x2)P ′′n (x)− 2xP
′
n + n(1 + n)Pn = 0 (3.13)
Dobili smo Legrendeovu diferencijalnu jednadzˇbu iz koje smo odredili funkciju izvodnicu
g(x, t) koju smo dalje koristili za rekurzivne formule. Ipak je od vazˇnosti zakljucˇiti da bilo koji
skup funkcija koji zadovoljava rekurzivne formule c´e biti skup rjesˇenja Legendreove diferencijalne
jednadzˇbe. Derivacije u gornjoj diferencijalnoj jednadzˇbi se odnose na varijablu x = sin θ pa









+ n(1 + n)Pn = 0 (3.14)
3.3 Gornja i donja granica za Pn(cos θ)
Funkciju izvodnicu mozˇemo iskoristiti za postavljanje gornje i donje granice za |Pn(cos θ)|.
Imamo










Mozˇemo iznijeti dva neposredna opazˇanja iz relacije (3.15). Prvo, kada bilo koji cˇlan unutar
prve zagrade pomnozˇimo sa bilo kojim cˇlanom iz druge zagrade, potencija od t c´e uvijek biti
parna ako i samo ako je m u eksponencijalnoj funkciji eimθ paran. Drugo, za svaki izraz oblika
tneimθ, postoji drugi izraz oblika tne−imθ i ta dva izraza dolaze sa istim koeficijentom koji mora
biti pozitivan (jer je svaki cˇlan u obje sume zasebno pozitivan). Ova dva opazˇanja znacˇe:
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(1) Mozˇemo pisati koeficijent tn kao linearnu kombinaciju oblika
1
2anm(e
imθ + e−imθ) = anm cosmθ
gdje su svi amn pozitivni





Prethodna relacija, ocˇito, postizˇe maksimum4 kada je θ = 0. Maksimum Legendreovih polinoma
se mozˇe vidjeti na Slici 1.
4 Ortogonalnost
Buduc´i da je Legendreova diferencijalna jednadzˇba samoadjungirana i koeficijent (1−x2) uz
P
′′
n (x) iˇscˇezava u x = ±1, rjesˇenja za razlicˇite n c´e biti ortogonalna na intervalu (−1, 1)∫ 1
−1
Pn(x)Pm(x)dx = 0, (n 6= m). (4.1)
Pn se cˇesto koristi s argumentom cos θ tada prethodna relacija ekvivalentna relaciji
∫ pi
0
Pn(cos θ)Pm(cos θ) sin θdθ = 0, (n 6= m)
Definicija Pn ne jamcˇi njihovu normiranost sˇto zapravo niti nisu. Jedan od moguc´ih nacˇina
normiranja pocˇinje sa kvadratiranjem funkcije izvodnice






Integrirajmo prethodni izraz od x = −1 do x = 1 te ispusˇtajuc´i mjesˇovite cˇlanove koji iˇscˇezavaju











4Legendreovi polinomi Pn(x) imaju globalni maksimum na intervalu (-1,1) u x = 1 sa vrijednosˇc´u Pn(1) = 1.
Ako je n paran takoder postizˇu maksimum u x = −1. Ako je n neparan, x = −1 c´e biti globalni minimum na
intervalu (-1,1) za Pn(−1) = −1.
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dx = 22n+ 1 (4.5)






5 Legendreovi polinomi u kvantnoj mehanici
U kvantnoj mehanici komponente operatora kutne kolicˇine gibanja (L) su oznacˇene kao Lx,
Ly i Lz. Cilj nam je pronac´i zajednicˇke svojstvene funkcije ϕlm za operator kutne kolicˇine
gibanja L te komponente z Lz koji podrazumijeva rjesˇavanje sljedec´ih jednadzˇbi
L2ϕlm = h¯2l(l + 1)ϕlm Lzϕlm = mh¯ϕlm. (5.1)
Kako bismo dobili svojstvene funkcije ϕlm prijec´i c´emo iz Kartezijeva u sferni koordinatni
sustav pomoc´u sljedec´ih transformacija
x = r sin θ cosφ
y = r sin θ sinφ
z = r cos θ,








































⇒ Lz = −ih¯ ∂
∂ϕ















Nakon sˇto smo presˇli u sferni koordinatni sustav mozˇemo potrazˇiti rjesˇenja jednadzˇbi (5.1).
Ta rjesˇenja su zajednicˇka za mnoge grane fizike i nazivmo ih sfernim harmonicima uobicˇajeno




n = h¯mY mn ⇒ −ih¯
∂
∂ϕ
Y mn = h¯mY mn
∂
∂ϕ
Y mn = imY mn . (5.3)
Vidimo da prethodna relacija ovisi samo o varijabli ϕ pa mozˇemo pretpostaviti
Y mn (ϑ, ϕ) = Φm(ϕ)Θmn (ϑ)
Rjesˇenje prethodne diferencijalne jednadzˇbe je
Φm(ϕ) = Ceimϕ










Primjenit c´emo isti postupak i za L2





































Θ = 0 (5.4)
−1 ≤ µ ≤ 1








+ λΘn = 0, Θ0n = Θn (5.5)
U odnosu na relaciju (5.2) vidimo da je (5.5) jednadzˇba svojstvenih vrijednosti za L2/h¯
sa svojstvenom vrijednosˇtu λ. Rjesˇenje za (5.5) mozˇe se potrazˇiti kao razvoj u red. Zahtjev
razvoja da rjesˇenja ostanu ogranicˇena unutar intervala −1 ≤ µ ≤ 1 podrazumijeva da svojstvena
vrijednost λ mora biti oblika n(n + 1) gdje je n ≥ 0 konstanta ta da niz rjesˇenja za Θn sadrzˇi,
najviˇse, konacˇan broj cˇlanova koji cˇine Θ. Drugi zakljucˇak ukazuje da je Θn polinom stupnja
n i to su upravo Legendreovi polinomi koje u ovom slucˇaju mozˇemo i oznacˇiti sa Θn = Pn(µ).







6 Legendreovi polinomi u elektrodinamici
6.1 Fizikalna interpretacija funkcije izvodnice
Funkcija izvodnica Legendreovih polinoma ima vazˇnu i zanimljivu interpretaciju. Uvedimo
sferne koordinate (r, θ, ϕ). Postavimo naboj q u tocˇku a na pozitivnom dijelu osi z, kako je
prikazano na slici 2. Potencijal u tocˇki (r, θ), koji je neovisan o ϕ, mozˇe biti izracˇunat kao (gdje
12
smo r1 izracˇunalo pomoc´u kosinusovog poucˇka)





r2 + a2 − 2ar cos θ (6.1)
Slika 2: Elektrostatski potencijal
Prethodni izraz je u biti funkcija izvodnica. Kako bismo primjetili podudarnost, napiˇsimo
relaciju kao























Niz u (6.2) kovergira kada je r > a. Pozˇelimo li izraz za ψ(r, θ) kada je r < a preudredit
c´emo (6.1) u









gdje opet prepoznajemo razvoj funkcije izvodnice, ali sada u sljedec´em obliku
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koji vrijedi kada je r < a.
6.2 Razvoj 1|r1−r2|
Jednadzˇbe (6.2) i (6.3) opisuju interakciju naboja q na polozˇaju a = aez te jedinicˇnog naboja
na polozˇaju r. Neka je r1 = r, a r2 = a. Cˇinjenica da je a paralelno sa z osi nam nije od
velike vazˇnosti za izracˇun 1/|r − a|; bitne velicˇine su r,a i kut θ izmedu r i a. Sada mozˇemo
prepisati ili (6.2) ili (6.3) s neutralnijom notacijom kako bismo odredili vrijednost 1/|r1− r2| u
uvjetima velicˇina r1, r2 i kuta izmedu njih (χ). Definiramo li r> i r< koji su redom vec´i i manji












koja c´e konvergirati svugdje osim u r1 = r2.





























Buduc´i da je r1 > r2 relaciju za 1r12 mozˇemo razviti u konvergentan red po binomnom poucˇku
(uz pretpostavku da je r1 > 0)
(1 + x)α = 1 + αx+ α(α− 1)2! x
2 + α(α− 1)(α− 2)3! x
3 + ...
(1 + x)−1/2 = 1− 12x+
1 · 3
2 · 4x
2 − 1 · 3 · 52 · 4 · 6x
3 + ... = 1 +
∞∑
n=1
















smo izracˇunali pomoc´u kosinusovog poucˇka kao u relaciji (6.1) s iznimkom da c´emo u ovom odjeljku,
kako je vec´ recˇeno, koristiti neutralnu notaciju.
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Razvoj nam pokazuje da su Pn niˇsta drugo nego Legendreovi polinomi. Ovaj rezultat ne bi
trebao biti iznenadujuc´i jer je zapravo 1|r1−r2| funkcija izvodnica Legendreovih polinoma. Drugim
rijecˇima, razlika vektora r1 i r2 daje jednostavnu geometrijsku interpretaciju funkcije izvodnice.
Iz relacije (6.7) mozˇemo iˇscˇitati Legendreove polinome kao koeficijente koji su grupirani uz
potencije r2/r1 jednako kao u tablici 1, ali sada s varijablom x = cosχ.
7 Elektricˇni multipoli
Vratimo li se u (6.2) te se ogranicˇimo na razmatranje r > a, mozˇemo primjetiti da pocˇetni
cˇlan (sa n = 0) daje potencijal koji bismo dobili kada bi naboj q bio u ishodiˇstu i da sljedec´i
cˇlanovi moraju opisati korekcije koje proizlaze iz stvarnog polozˇaja naboja. Jedan od nacˇina
za dobivanje i razumijevanje drugog i sljedec´ih cˇlanova razvoja je razmotriti sˇto bi se dogodilo
dodamo li drugi naboj −q u tocˇku z = −a (Slika 3). Potencijal koji nastaje zbog drugog naboja
dat c´e izraz slicˇan izrazu (6.1) s iznimkom da oznake za q i cos θ moraju biti preokrenute (kut









































































P3(cos θ) + ...
]
. (7.1)
Slika 3: Elektricˇni dipol
Ovakav sustav naboja nazivamo elektricˇni dipol gdje je vodec´a ovisnost o r ide kao 1/r2.
Jakost dipola (zvanog josˇ i dipolni moment) mozˇe biti definirana kao 2qa, koji je jednak jakosti






Slika 4: Linearni elektricˇni kvadripol

























P2(cos θ) + ...
]
(7.3)
gdje su µi multipolni momenti raspodjele naboja; µ0 je 20-pol ili monopolni moment. Nje-
gova vrijednost je jednaka ukupnoj mrezˇi naboja u raspodjeli. µ1 je 21-pol ili dipolni moment
jednak ∑i qiai;µ2 je 22-pol ili kvadripolni moment dan kao ∑i qiai2 itd. Nasˇ opc´eniti (linearni)
multipolni razvoj c´e konvergirat za vrijednosti kada je r vec´i od svih ai za svaki pojedini naboj.
Drugim rijecˇima, razvoj c´e konvergirati u tocˇkama dalekim od koordinatnog pocˇetka u svim
dijelovima raspodjele naboja.
Dalje se pitamo sˇto se dogodi ako pomaknemo ishodiˇste koorinatnog sustava. Ili razmotrimo








s rezultatom takvim da na prvi cˇlan razlicˇit od nule jednadzˇbe (7.3) nec´e utjecati pomak od
ishodiˇsta sˇto bi znacˇilo da najnizˇi moment razvoja razlicˇit od nule bit c´e neovisan od nasˇeg
izbora ishodiˇsta. Ali svi viˇsi momenti c´e se promijeniti ukoliko pomjerimo ishodiˇste. Osobito,
ukupna mrezˇa naboja (monopolni moment) c´e uvijek biti neovisna od toga kako smo izabrali
ishodiˇste. Dipolni moment c´e biti neovisan od tocˇke razvoja samo kada je mrezˇa naboja nula;




Legendeovi polinomi jednostavan su i koristan matematicˇki alat koji se pojavljuje u rjesˇenjima
mnogih fizicˇkih problema sa sfernom simetrijom. Javljaju se i kada rijesˇimo diferencijalnu jed-
nadzˇbu u kojoje je Laplaceov operator izrazˇen preko sfernih koordinata. Buduc´i da se Laplaceov
operator javlja u mnogim bitnim relacijama, kao sˇto su valna, Schro¨dingerova jednadzˇba, elek-
trostatika,Legendreovi polinomi pokrivaju vrlo sˇiroko podrucˇje fizike.
9 Dodatak
Slika 1 radena je u programskom jeziku Python 3.2. U nastavku se nalazi kod
import numpy as np












































plt.legend([’P 1(x)’,’P 2(x)’,’P 3(x)’,’P 4(x)’,’P 5(x)’,’P 6(x)’,’P 7(x)’], loc = ”upper left”,
prop=’size’:6)
plt.show()
Preostale slike su radene u alatu GeoGebra sa sljedec´eg linka: https://www.geogebra.org/apps
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